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Podstawy logiki rozmytej

W rozdziale tym opisano co to wlasciwie jest logika rozmyta i skad sie wywodzi oraz
stworzono przeglad najciekawszych stron internetowych poswieconych temu zagadnieniu. Za-
warto tutaj takze kurs podstaw logiki rozmytej: definicje, wzory oraz przyktady ilustrujace

omawiane zagadnienia.

1 Co to jest logika rozmyta

W rozdziale tym przedstawiono podstawy teorii zbior6w rozmytych [?] oraz historie po-

wstania logiki rozmytej [?].

1.1 Podstawy teorii zbioréw rozmytych.

Teoria zbioréw rozmytych zostata sformulowana przez prof. Lotfi Zadeha w potowie lat
szescdziesiagtych jako alternatywa dla klasycznych pojeé¢ dotyczacych teorii zbioréw i logiki
pochodzacych jeszcze z czasow starozytnej filozofii greckiej. Przestanki do jej powstania i roz-
woju wynikly z potrzeby opisania ztozonych zjawisk lub stabo zdefiniowanych pojeé, trudnych
do opisania przy pomocy klasycznego aparatu matematycznego.

Naturalny jezyk operuje pojeciami niedokladnymi i jakosciowymi, na przyktad ”Jas jest
wysoki” lub ”Dzisiaj jest bardzo zimno”. Takie pojecia jest bardzo trudno przettumaczy¢ na
jezyk zrozumialy dla maszyn, nic nie tracac z samego ich charakteru. Dla czlowieka bardziej
naturalny jest opis otaczajacego Swiata za pomoca stéw, czyli wielkosci jakosciowych. Na
przyktad okreslanie wzrostu za pomoca stéw: maly, éredni, wysoki jest bardziej naturalne
i prostsze niz oszacowanie go w centymetrach lub calach.

Opis jakoéciowy jest mniej precyzyjny i zalezny od osoby opisujacej. Nieprecyzyjnosé ta
nie wynika z braku wiedzy o warto$ci pewnej wielkosci, ale wtasnie z subiektywnej oceny
osoby lub grupy oséb. Wzrost rowny 165 cm traktowany jest jako niski przez wspoélczesnego
Polaka, natomiast przez Pigmeja jako bardzo wysoki. Subiektywne okreslanie pewnych wia-
snoéci prowadzi do rozmycia granic zbioru obiektéw, do ktérych ta wlasnosé sie odnosi. Czto-
wiek o wzroscie 170 cm przez jedna grupe zostanie zaliczony do zbioru oséb niskich, a przez
inng do zbioru os6b o érednim wzroscie. Zgodnie z klasyczng teoria zbioréw osoba o takim
wzroscie nie moglaby jednoczesnie naleze¢ do zbioréw: oséb $rednich i niskich. Oczywiscie
kazdy indywidualnie moze ustali¢ ostre granice miedzy okresleniami maty, Sredni i wysoki,
ale granice te beda inne dla réznych oséb-ekspertow. W jednej sytuacji wzrost 170 cm moze
by¢ uznany jako éredni, a w innej jako niski przez tego samego czlowieka.

Jest to teoria w szczegdlny sposdb przydatna w przypadku systeméow, w ktorych czynnik
ludzki odgrywa zasadnicza role, takich jak medycyna, ekonomia, socjologia, teoria podejmo-

wania decyzji, ale takze w wielu dziedzinach techniki. Podstawa wielu z nich sa koncepcje
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nieokreslone precyzyjnie, a sposéb rozumowania i interpretowania pewnych wielkoéci jest
czesto raczej przyblizony, anizeli Scisty.
Ponadto, zastosowanie iloSciowych technik objawia swe stabosci przy opisie ztozonych
systemow - wielowymiarowych, hierarchicznych, z wewnetrznymi sprzezeniami zwrotnymi.
Mozna by pomysleé¢, ze metody teorii zbioréw rozmytych nie powinny znajdowaé zasto-
sowania w dyscyplinach naukowych zwigzanych z technika. W rzeczywistosci jednak bardzo
czesto mamy do czynienia z zagadnieniami okreslonymi nie do konca badz nieprecyzyjnie.
Przyktadem moze byé proces projektowania jakiego$ uktadu regulacji. W procesie takim
projektant stara sie sprosta¢ wielu ograniczeniom o charakterze nieostrym, takim jak np.
czas trwania odpowiedzi uktadu, badz wielkos¢ przeregulowania sygnatu wyjsciowego. Wiele
z nich wynika bezposrednio ze specyfiki procesu, jednak wciaz pozostaje pewna dowolnosé
interpretacji tych ograniczen, tym bardziej w przypadku stabej znajomosci systemu. Wielkos¢
przeregulowania rzedu 10% dla jednego projektanta moze byé¢ niedopuszczalna, jednak inny
uzna te wielko$é za wystarczajaca. Innymi stowy jeden uzna ja za "duza”’, a inny za "malg”.
Sformutowania tego typu sa nieprecyzyjne, jednak wcale nie pozbawione sensu. Metody
teorii zbioréw rozmytych probuja nadawaé formalny sens semantyce tego rodzaju sformuto-

wan.

1.2 Historia

Matematyka zawdziecza swéj sukces w gldéwnej mierze wysitkom Arystotelesa oraz jego
poprzednikow. Starali si¢ oni zbudowaé zwarta i precyzyjna teorie¢ logiki, a péZzniej matema-
tyki. Glosili, ze kazde stwierdzenie moze by¢ jedynie prawdziwe lub falszywe. Jednakze nawet
wtedy byly duze obiekcje otoczenia i na przyktad Heraklit proponowal, ze rzeczy moga by¢
jednoczesnie prawda i nieprawda.

Jako osobe, ktéra potozyla podwaliny pod to, co obecnie rozumiemy jako logike roz-
myta, powinni$my uwazaé¢ Platona, ktéry wskazywal na trzeci obszar (co$ pomiedzy prawda
a falszem). Nowozytni filozofowie réwniez prébowali uwzgledniaé szara strefe pomiedzy bia-
lym (prawda) i czarnym (falsz). W gléwnej mierze byli to Hegel ale tez Marks i Engels.
Ale dopiero Lukasiewicz jako pierwszy zaproponowal jakas systematyczna alternatywe dla
dwuwartosciowej logiki Arystotelesa.

W poczatku dwudziestego wieku tukasiewicz przedstawit logike trojwartosciowa wraz
z wynikajaca z niej matematyka. Trzecia warto$¢ jest rozumiana jako mozliwy i ma przy-
pisana warto$¢ numeryczna pomiedzy prawda i falszem. Réwnoczeénie zaproponowal cato-
Sciowa notacje oraz system aksjomatéw, ktory mogt pozwolié na wyprowadzenie nowocze-
snej matematyki. Pézniej zajmowal sie logikami wielowarto$ciowymi i nie widzial przeszkod
w zbudowaniu zasad logiki o nieskoniczonej liczbie wartoéci.

W odmiennym kierunku zmierzaty prace innego polskiego matematyka, Le$niewskiego.
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U podstaw stworzonej przez niego teorii, znanej pod nazwa mereologii, lezy zmiana aksjo-
matu przynaleznosci elementu do zbioru. Zaklada on, ze dany element nie jest elementem,
ale czescig zbioru. Na tej podstawie stworzyl on podstawy do budowy odpowiednich zasad
logiki i operacji na tych zbiorach. Okazalo si¢, ze proponowane przez niego aksjomaty mozna
probowaé rozszerza¢, az do momentu uwzglednienia zbioréw rozmytych oraz teorii zbiorow
przyblizonych (ang. rough sets) autorstwa prof. Zdzistawa Pawlaka. Rozszerzenie to mozna

znalez¢ pod nazwg mereologii przyblizone;j.

2 Przeglad stron internetowych

Zebrano tutaj najciekawsze strony poswiecone tematyce logiki rozmytej. Znajduja sie
tutaj takze strony zawierajace aplety Javy przedstawiajace wykorzystanie logiki rozmytej

w roznych dziedzinach.

1. http://www.cs.dartmouth.edu/ " spl/publications/fuzzytalk/FuzzyPendulum.
html

Strona zawiera aplet pokazujacy dzialanie wahadla matematycznego. Nie zawiera jed-
nak podstaw logiki rozmytej, a jednie zaawansowane jej wykorzystanie.

2. http://turing.gsi.dit.upm.es/ 1ssii/pfuzzy/truck/fztruck.html
Parkowanie samochodu przy uzyciu regul rozmytych. Roéwniez ta strona przestawia
jedynie zaawansowane wykorzystanie logiki rozmytej.

3. http://people.clarkson.edu/ esazonov/neural_fuzzy/loadsway/LoadSway.htm

Pokazuje jak dzwig portowy moze bys sterowany przy wykorzystaniu logiki rozmyte;.

4. http://www.seattlerobotics.org/encoder/mar98/fuz/f1_part4.html

Zawiera podstawy logiki rozmytej. Znajdziemy tutaj sporo rysunkéw obrazujacych
przedstawiane zagadnienie, jednak nie mozemy zobaczyé¢ jak wykresy zmienialy by sie

gdybyémy mieli inne dane wejéciowe.

5. http://en.wikipedia.org/wiki/Fuzzy_logic

Zawiera jedynie ogdélny opis logiki rozmytej. Jednak znajdziemy tutaj bogata biblio-
grafie oraz bogaty zbior odnoénikéw do innych stron poswieconych tematyce logiki

rozmytej.

6. http://blog.peltarion.com/2006/10/25/fuzzy-math-part-1-the-theory/

Artykul poruszajacy zagadnienia z dziedziny logiki rozmytej. Opisuje co to jest logika

rozmyta, dlaczego jest potrzebna oraz jej podstawy.


http://www.cs.dartmouth.edu/~spl/publications/fuzzy talk/FuzzyPendulum.html
http://www.cs.dartmouth.edu/~spl/publications/fuzzy talk/FuzzyPendulum.html
http://turing.gsi.dit.upm.es/~lssii/pfuzzy/truck/fztruck.html
http://people.clarkson.edu/~esazonov/neural_fuzzy/loadsway/LoadSway.htm
http://www.seattlerobotics.org/encoder/mar98/fuz/fl_part4.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Fuzzy_logic
http://blog.peltarion.com/2006/10/25/fuzzy-math-part-1-the-theory/
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7. http://www.calvin.edu/ “pribeiro/othrlnks/Fuzzy/home.htm

Bardzo pobiezne wprowadzenie do tematyki logiki rozmytej. Omawiane zagadnienia

prezentowane sa na rysunkach i w tabelach, jednak nie jest ich tutaj zbyt wiele.

8. http://www.fizyka.umk.pl/ duch/Wyklady/AI/AIO5-3.ppt

Wyklady ze sztucznej inteligencji na wydziale Fizyki i Astronomii Uniwersytetu Miko-

taja Kopernika. Zawieraja podstawowy kurs logiki rozmyte;j.

9. http://www.isep.pw.edu.pl/ZakladNapedu/dyplomy/fuzzy/podstawy_FL.htm

Strona zawiera podstawy logiki rozmytej. Znajdziemy tutaj definicje, wzory oraz gra-

ficzne reprezentacje omawianych zagadnien.

10. http://aragorn.pb.bialystok.pl/ radev/logic/logrozm.htm

Strona zawiera podstawy teorii zbioréw rozmytych i systeméw ekspertowych.

3 Zbiory rozmyte
Zawarto tutaj podstawowe definicje i wzory dotyczace zbiorow rozmytych.

3.1 Zbiory rozmyte

Definicja 3.1 Zbior rozmyty A w uniwersum X jest zbiorem par uporzgdkowanych:
A={(z,A(z)) :x € X}

gdzie A(xz) oznacza stopien przynaleznosci elementu x do zbioru A. Funkcja A(z) nazywana

jest funkcja przynaleznosci i przyjmuje wartosci z przedziatu [0,1].

Przyktad 1. Przyktad zbioru rozmytego:

A ={(z1,0),(x2,0.8),(x3,0.5), (z4,0.15), (x5,1)}

3.2 Rodzaje funkcji przynaleznosci

3.2.1 Funkcja tréjkatna

,u(x;a,b,c):()\/(z:s/\i:i), a<b<e z2z€X


http://www.calvin.edu/~pribeiro/othrlnks/Fuzzy/home.htm
http://www.fizyka.umk.pl/~duch/Wyklady/AI/AI05-3.ppt
http://www.isep.pw.edu.pl/ZakladNapedu/dyplomy/fuzzy/podstawy_FL.htm
http://aragorn.pb.bialystok.pl/~radev/logic/logrozm.htm

3.2 Rodzaje funkcji przynaleznosci
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Rysunek 1: Tréjkatna funkcja przynaleznosci
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Rysunek 2: Trapezoidalna funkcja przynaleznosci

3.2.2 Funkcja trapezoidalna

A

b<c<d, X
b a I—c a < c < S

trapez (x;a,b,¢c,d) =0V (1/\:r—a d—x>7

3.2.3 Funkcja Gaussa

gauss (z;a,b) = exp [_ (w a_ b)T

3.2.4 Funkcja dzwonowa

dzwon (x;a,b,c) =
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Rysunek 3: Gaussowska funkcja przynaleznosci
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Rysunek 4: Dzwonowa funkcja przynaleznosci

3.2.5 Funkcja sigmoidalna
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Rysunek 5: Sigmoidalna funkcja przynaleznosci
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3.3 Wlasnosci zbioréw rozmytych

Definicja 3.2 Nosnikiem zbioru rozmytego A, oznaczanym supp(A), nazywamy zbidr ostry
elementéow x naleigeych do uniwersum X, ktorych stopien przynaleinodci do zbioru A jest

niezerowy:
supp(A) = {z € X: A(x) > 0}

Przykiad 2. Rozwazmy zbiér rozmyty A:
A= {(371, 0) y (1’2, 08) y ($3, 05) 5 (x4, 0.15) y (1’5, 1)}
Noénik zbioru A wynosi:

supp(A) = {x2, 3,24, 75}

Definicja 3.3 Jgdrem zbioru rozmytego A, oznaczanym core (A), nazywamy zbidr ostry ele-
mentéw x nalezZgcych do uniwersum X, ktérych stopieri przynaleinosci do zbioru A jest réwny
jednosci:

core (A) ={z eX: A(z) =1}

Przyklad 3. Rozwazmy zbiér rozmyty A:
A= {(a:l, 0.5) s (xg, 1) s (333, 0.1) s (334, 1) N (1’5, 0.9)}

Jadro zbioru A wynosi:

core(A) = {xo, x4}

Definicja 3.4 Wysokoscig zbioru rozmytego A, oznaczang hgt (A), nazywamy najwiekszy

stopien przynaleinosci do tego zbioru:

hgt (4) = \/ A(2)

zeX

gdzie \/ ,cx oznacza operacje "maksimum”
Przykilad 4. Rozwazmy zbiér rozmyty A:

A ={(21,0.5),(x2,0.9), (z3,0.1), (24,0.23) , (x5,0.8) }
Wysokos¢ zbioru A jest réwna:

hgt(A) = 0.9



3.4 Dzialania na zbiorach rozmytych 10

Definicja 3.5 Zbior rozmyty nazywamy normalnym, jezeli jego wysoko$é jest réwna jednosci.
Przyktad 5. Rozwazmy zbiér rozmyty A:

A ={(21,0.5),(x2,0.9), (x3,0.1), (24,0.23) , (x5,0.8) }

Wysokosé zbioru A jest réwna hgt(A) = 0.9, zatem zbiér A nie jest zbiorem normalnym.

Rozwazmy natomiast zbiér rozmyty B:
A= {(wl, 0.3) s (1‘2, 0.1) s ({L‘g, 1) N ($4, 0.57) y (1‘5, 0.89)}

Wysokosé zbioru B jest réwna hgt(B) = 1, zatem zbiér B jest zbiorem normalnym

Definicja 3.6 Zbidr rozmyty A nazywamy wypukiym, jezeli dla kazdych x1, 2 € X i kaZdego

A € [0, 1] zachodzi nierdwnosé

A [)\561 + (1 - )\) 582] > A(.’El) AN A(I‘Q)

3.4 Dzialania na zbiorach rozmytych

Definicja 3.7 Mowimy, ze zbior rozmyty A zawiera sie w zbiorze rozmytym B, co oznaczamy

A C B, jezeli dla kazdego x naleigcego do uniwersum X zachodzi

Przykiad 6. Rozwazmy zbiory rozmyte A i B:

A= {(xl, 05) y (.’L‘Q, 0.9) y (1‘3, 0.1) y (1'4, 0.23) y (1‘5, 08)}
B = {(21,0.6),(22,0.9), (z3,1), (x4,0.5), (25,0.81)}

Widaé, ze A C B poniewaz:

0.5 < 0.6,0.9=0.9, 0.1 <1,0.23<0.5 0.8 < 0.81

Definicja 3.8 Mdowimy, Ze zbiory rozmyte A i B sq réwne, co oznaczamy A = B, jezeli dla

kazdego x maleigcego do uniwersum X zachodzi

Definicja 3.9 Sumg zbioréw rozmytych A i B, oznaczang AU B, nazywamy zbidr rozmyty

C taki, zZe dla kazdego x naleigcego do uniwersum X zachodzi

C(x)=AUB=A(x)V B(x)
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Przykiad 7. Rozwazmy zbiory rozmyte A i B:

A= {(331, 0.8) s (xg, 0.9) s (.%3, 0.1) y (.%'4, 0.23) s (.%5, 1)}
B = {(x1,0.6),(22,0.9), (z3,0), (24,0.5), (5,0.81)}

Suma zbioréw A i B wynosi:

AUB = {(331, 0.8) , (22, 0.9) , (a3, 0.1) , (.%'4, 0.5) , (.%‘5, 1)}

Definicja 3.10 Iloczynem zbioréw rozmytych A i B, oznaczanym A N B, nazywamy zbidr

rozmyty C taki, ze dla kaZdego x naleigcego do uniwersum X zachodzi
C(x)=ANnB=A(x)AB(x)
Przykiad 8. Rozwazmy zbiory rozmyte A i B:

A ={(21,0.8),(22,0.9),(x3,0.1), (z4,0.23), (x5,1)}
B= {(33‘1, 0.6) y (1‘2, 0.9) y (1’3, 0) s (33‘4, 0.5) y ($5, 0.81)}

Iloczyn zbioréw A i B wynosi:

ANB ={(x1,0.6),(22,0.9), (23,0), (x4,0.23) , (z5,0.81)}

Definicja 3.11 Dopelnieniem zbioru rozmytego A, oznaczanym A, nazywamy zbiér rozmyty

B taki, Ze dla kazdego x nalezgcego do uniwersum X zachodzi
B(z)=A=1-A(x)
Przyktad 9. Rozwazmy zbiér rozmyty A:
A ={(21,0.8),(22,0.9),(x3,0.1), (24,0.23), (x5,1)}

Dopeienie zbioru A wynosi:

Z = {(5[,‘1, 0.2) s (xg, 0.1) s ($3, 09) 5 (:E4, 077) s (%5, 0)}

Powyzsze operatory dla sumy, iloczynu i dopelnienia zostaly zaproponowane przez Za-

deha. W kolejnych podrozdzialach beda rozwazane ich uogélnienia.

Definicja 3.12 Rdznicq zbioréw rozmytych A i B, oznaczang A\ B, nazywamy zbidr rozmyty

C taki, Ze dla kazdego x naleigcego do uniwersum X zachodzi

C(x)=A\B=A(x)NB(x)
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Przyklad 10. Rozwazmy zbiory rozmyte A i B i przyktad obliczania ich réznicy:

A ={(21,0.8),(22,0.9),(x3,0.1), (24,0.23), (x5,1)}
B= {(.%'1, 0.6) y (.%'2, 0.9) y (56'3, 0) , (.%'4, 0.5) y (.%'5, 0.81)}
B ={(21,0.4), (22,0.1), (x3,1), (24,0.5) , (x5,0.19)}

Zatem:

A\B =ANB= {(1‘1,0.4) , (22,0.1), (23,0.1), (24,0.23) , (x5, 019)}

Definicja 3.13 Sumq wylgczajgcg zbioréw rozmytych A i B, oznaczang A @ B, nazywamy

zbior rozmyty C taki, Ze dla kazdego x naleigcego do uniwersum X zachodzi
C(z)=A®B=[A@@)NB(2)| U |4(z)N B ()]

Przykiad 11. Rozwazmy zbiory rozmyte A i B i przyklad obliczania ich sumy wylaczajacej:

A ={(21,0.8),(22,0.9), (x3,0.1), (24,0.23) , (x5,1)}

B = {(21,0.6),(22,0.9), (z3,0), (x4,0.5) , (5,0.81) }

A= {(21,0.2), (22,0.1), (23,0.9) , (74,0.77) , (x5,0) }

B ={(z1,0.4), (22,0.1), (x3,1), (24,0.5) , (x5,0.19)}
ANT = {(21,0.4), (22,0.1), (x3,0.1) , (z4,0.23) , (z5,0.19)}

ANB={(x1,0.2), (22,0.1), (x3,0), (24,0.5) , (x5,0)}

Zatem:

A® B ={(21,0.4), (22,0.1), (23,0.1) , (24,0.5) , (x5,0.19)}

Definicja 3.14 Uogdiniona odlegtos¢ Hamminga. Rozwazmy dwa zbiory rozmyte A C X,
B C X. Odlegtosé Hamminga pomiedzy zbiorami A i B jest to liczba dana zaleznoscig:

d(A,B) = ) |A(w;) — B(y)|
i=1
Przyklad 12. Rozwazmy dwa zbiory rozmyte A i B:
A= {(xla 07)’ (272, 02)7 (1’3, O)a (114, 06) (1:53 0. 5) (xG, )’ (3777 0)}
B = {(.1'1, 0.2), (xg, 0), (.%'3, 0), (.7}4, 0.6), (.%'5, 0.8), (.7}6, 0.4), (ac7, 1)}
Widagé, ze:

d(A,B) =10.7—0.2| + 0.2 = 0] + [0 — 0] +|0.6 — 0.6] + [0.5 — 0.8] + |1 — 0.4 + [0 — 1| =
054+02+04+0+03+06+1=26
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Definicja 3.15 Odleglos¢ Hamminga wzgledna. Dla skoriczonego zbioru X definiuje sie od-
legtosé wzgledng:

5(A,B) = %d(A, B)

Przyklad 13. Rozwazmy zbiory rozmyte A i B z przykladu [3.4] oraz odleglo$¢ Hamminga
pomiedzy tymi zbiorami
Widad, ze:

1 2.
6(A,B) = -d(A, B) = 76 =0.37

Definicja 3.16 Odlegtosé Euklidesowa pomiedzy zbiorami A i B jest to liczba dana zalezno-

sciq:

e(A,B) = \IZ (A(z;) — B(x;))?
i=1
Przyktad 14. Rozwazmy zbiory rozmyte A i B z przykladu
Widag, ze:
e(A, B) = V1.74 = 1.32

Definicja 3.17 Odlegtos¢ Fuklidesowa wzgledna. Dla skoriczonego zbioru X definiuje sie od-
legtosé wzglednq:

e(A,B) = (A, B)

1
—e
vn
Przyktad 15. Rozwazmy zbiory rozmyte A i B z przykladu oraz odleglos¢ euklidesowa
pomiedzy tymi zbiorami z przykladu [3.4]

Widaé, ze:
1 1.32

“(A,B) = =e(A, B) = = = 049

4 Relacje rozmyte

Zawarto tutaj podstawowe definicje i wzory dotyczace relacji rozmytych.
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4.1 Relacje rozmyte

Definicja 4.1 Relacjg rozmytq R nazywamy zbidr rozmyty w uniwersum X X Y:
R(z,y) ={((z,y), A(z,y)) : (z,y) € X x Y}
Przyklad 1. Przyklad relacji rozmytej:
R={((z1,51),1),((z1,92),0), ((x1,93),0.25) , ((z2,51) ,0.3) , ((z2,2) , 0.5) , ((22,93) , 0.8)}
Taki zapis jest jednak uciazliwy dlatego zazwyczaj stosuje sie zapis tabelaryczny:

R ‘ Y1 Y2 Y3
1 0 0.25
0.3 0.5 0.8

z1

T2

1 0 025
R =
0.3 0.5 0.8

Definicja 4.2 Iloczynem kartezjanskim zbiorow rozmytych A i B, oznaczanym A X B, na-

lub

zywamy relacje rozmytg R w uniwersum X X Y okreslong przez
R(z,y) = A(z) A B(y)
lub
R(x,y) = A(x)-B(y)
Przykiad 2. Rozwazmy zbiory rozmyte A i B:

A ={(x1,0.6), (22,0.2)}
B = {(y1,0.5), (y2,0.9), (y3,0.1)}

lNloczyn kartezjanski zbioréw A i B wynosi

A(z) A B (y) ‘ Yy Y2 Y3
0.5 0.6 0.1
0.2 0.2 0.1

I

Z2

lub z zastosowaniem funkcji iloczynu:

A(z)-B(y) ‘ Yo Y2 Y3
0.3 0.54 0.06
0.1 0.18 0.02
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4.2 Dzialania na relacjach rozmytych

Definicja 4.3 Mdowimy, ze relacja rozmyta R zawiera sie w relacji rozmytej S, co oznaczamy

R C S, jezeli dla kazdej pary (x,y) nalezgcej do uniwersum X x Y zachodzi
R(z,y) < S (z,y)

Przyktad 3. Rozwazmy relacje rozmyte R i S:

R ‘ Y1 Y2 Y3 S ‘ Y1 Y2 Y3
z1 |05 06 0.1 1 {05 1 09
z2 |02 02 1 z2 | 0.6 03 1

Latwo zauwazy¢, ze R C S.

Definicja 4.4 Mowimy, zZe relacje rozmyte R i S sq¢ rowne, co oznaczamy R =S, jezeli dla

kazdej pary (z,y) nalezgcej do uniwersum X x Y zachodzi
R(z,y) =S (,y)

Definicja 4.5 Sumg relacji rozmytych R i S, oznaczang R U S, nazywamy relacje rozmytq

T takq, Ze dla kazdej pary (z,y) nalezgcej do uniwersum X x Y zachodzi
T(z,y)=RUS=R(z,y)VS(z,y)

Przykitad 4. Rozwazmy relacje rozmyte R i .S:

R ‘ Y1 Y2 Y3 S ‘ Y1 Y2 Y3
z1 | 05 06 0.7 x1 | 0.5 1 0.2
zo | 0.3 0.2 1 zo | 0.1 0.3 0

Suma relacji rozmytych R i S jest réwna:

RUS‘ Y1 Y2 Y3
0.5 1 0.7
0.3 0.3 1

T1

x2

Definicja 4.6 Iloczynem relacji rozmytych R i S, oznaczanym R NS, nazywamy relacje

rozmytqe T taka, Ze dla kazdej pary (x,y) nalezgcej do uniwersum X x Y zachodzi
T(z,y) = RNS = R(z,y) NS (z,y)

Przyktad 5. Rozwazmy relacje rozmyte R i S:
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R ‘ vioY2 u3 S ‘ Vi Y2 Y3
z1 |05 0.6 0.7 z;1 |05 1 0.2
2 |03 02 1 z2 |01 03 0

Iloczyn relacji rozmytych R i S jest réwny:

RUS‘ Y1 Y2 Y3
0.5 0.6 0.2
0.1 0.2 0

x1

Z2

Definicja 4.7 Dopetnieniem relacji rozmytej R, oznaczanym R, nazywamy relacje rozmytq

S takq, Ze dla kazdej pary (x,y) nalezgcej do uniwersum X X Y zachodzi

S(z,y)=R=1—R(x,y)

Przyktad 6. Rozwazmy relacje rozmyta R:

Ry v u3
x1 | 0.5 06 0.7
xo | 0.3 0.2 1

Dopelnienie relacji R jest rowne:

=

Y1 Y2 Y3
z1 105 04 0.3
xo | 0.7 08 0

Podobnie jak dla zbioréw rozmytych operatory sumy, iloczynu i dopelnienia mozna uogél-

nic.

Definicja 4.8 Iloczynem algebraicznym relacji rozmytych R i S, oznaczanym R-S, nazywamy

relacje rozmytq T takq, Ze dla kazdej pary (x,y) nalezgcej do uniwersum X x Y zachodzi

Przyktad 7. Rozwazmy relacje rozmyte R i S:

R ‘ viov2 u3 S ‘ YiooY2 Y3
1|05 06 0.7 1 |05 1 0.2
z2 | 03 02 1 z2 |01 03 O

lloczyn algebraiczny relacji rozmytych R i .S jest rowny:
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R-S ‘ Y1 Y2 Y3
T 0.25 0.6 0.14
T 0.03 0.06 0

Definicja 4.9 Sumaq algebraiczng relacji rozmytych R i S, oznaczang R + S, nazywamy

relacje rozmytq T takq, Ze dla kazdej pary (x,y) nalezgcej do uniwersum X x Y zachodzi

Przyktad 8. Rozwazmy relacje rozmyte R i S:

R ‘ vioov2 u3 S ‘ ViooY2 Y3
z1 |05 0.6 0.7 z1 |05 1 0.2
z2 | 03 02 1 z2 |01 03 O

Suma algebraiczna relacji rozmytych R i .S jest rowna:

R—i‘S‘ Y1 Y2 Y3
0.75 1 0.76
0.37 0.44 1

z1

x2

Definicja 4.10 Relacjq zwyklg najblizszq relacji rozmytej R, oznaczang R, nazywamy relacje
rozmytq takaq, ze dla kazdej pary (x,y) nalezgcej do uniwersum X x Y zachodzi
0 dla R(z,y) < 0.5,
R(z,y) =4 1 dla R(z,y) > 0.5,
0lubl dla R(xz,y)=0.5

Przyktad 9. Rozwazmy relacje rozmyta R. Relacja zwykla najblizsza relacji R jest R

R ‘ Vi Y2 Y3 R ‘ Yi Y2 Y3 Y4
1|07 03 02 1 |1 0 0 1
2|05 04 0 06 20 0 0 1
306 1 08 0 z3| 1 1 1 0

Definicja 4.11 Rdznicq relacji rozmytych R i S, oznaczang R\S, nazywamy relacje rozmytq

T takq, Ze dla kazdej pary (x,y) nalezgcej do uniwersum X x Y zachodzi
T (x,y) = R\S = R(z,y) NS (2,y)

Przyktad 10. Rozwazmy relacje rozmyte R i S:
R ‘ Yy Y2 Y3 S ‘ Y1 Y2 Y3
T1 0.5 0.6 0.7 I 0.5 1 0.2
2103 02 1 z2 [ 01 03 O
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Obliczamy pomocniczo S:

Slu w ows
05 0 0.8
0.9 0.7 1

x1

Z2

Réznica relacji rozmytych R i S jest réwna:

Definicja 4.12 Sumq wylgczajocg relacji rozmytych R i S, oznaczang R ® S, nazywamy

relacje rozmytq T takq, Ze dla kazdej pary (x,y) nalezgcej do uniwersum X x Y zachodzi
T(z,y)=R& S = |R(,y)NS (@y)|U[R@y)nS @)

Przyktad 11. Rozwazmy relacje rozmyte R i S:

R ‘ Y Y2 Ys S ‘ Y1 Y2 Y
T1 0.5 0.6 0.7 I 0.5 1 0.2
z2 103 02 1 z2 (01 03 0

Obliczamy pomocniczo R oraz S:

Wl

R‘yl Y2 Y3 ‘yl Y2 Y3

x1 |05 04 0.3 ;1|05 0 08
x2 |07 08 0 x2 109 07 1
Obliczamy pomocniczo sktadniki R NS oraz RN S:
ROS |y p s RS |y o ws
x1 05 0 0.7 x1 0.5 04 0.2
x9 03 02 1 x9 01 03 0

Suma wylaczajaca relacji rozmytych R i .S jest rowna:

Ro S ‘ Y1 Y2 Y3
0.5 04 0.7
0.3 0.3 1

z1

€2
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Definicja 4.13 Rzutowaniem relacji rozmytej R na X, oznaczanym proj (R), nazywamy
X
zbior rozmyty A okreslony nastepujgco:

M@Z%MEZVR@M

Przyktad 12. Rozwazmy relacje rozmyta R:

R ‘ YioY2 Y3
z1 101 0 02 04
z2 |05 09 1 0
z3 |03 04 08 0.5

Rzutowanie relacji rozmytej R na X jest réwne:

A(z) = plggoj (R) = {(x1,0.4), (z2,1), (x3,0.8)}

Definicja 4.14 Rzutowaniem relacji rozmytej R na Y, oznaczanym proj (R), nazywamy
Y
zbior rozmyty B okreslony nastepujgco:

lﬂ@Z@ﬂGﬁZVR@y)

x

Przyktad 13. Rozwazmy relacje rozmyta R:

R \ Yy Y2 Y3
1|01 0 02 04
2 [05 09 1 0
z3 (03 04 08 0.5

Rzutowanie relacji rozmytej R na Y jest réwne:

B(y) = pgyj(l?)== {(¥1,0.5), (42,0.9) , (y3,1) , (y4,0.5)}

Definicja 4.15 Rzutowaniem globalnym relacji rozmytej R, oznaczanym h(R), nazywamy

najwiekszy stopien przynaleinosct w tej relacyi:

h(R)=\/\R(zy) =\VR(y)

y

Przyktad 14. Rozwazmy relacje rozmyta R:
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Ry vy ys W
z1 101 0 02 04
205 09 1 0

3|03 04 08 0.5

Jak tatwo zauwazy¢ rzutowanie globalne relacji rozmytej R jest réwne:

h(R) =1

Definicja 4.16 Rozszerzeniem cylindrycznym zbioru rozmytego A na uniwersum X x Y,
oznaczanym ce(A), nazywamy relacje rozmyte R takq, Ze dla kazdej pary (x,y) naleigcej

do uniwersum X X Y zachodz
R (z,y) = ce(4) = {((z,y), A(x))}

Przyklad 15. Rozwazmy zbior rozmyty A i uniwersum {x1,zo, 23} X {y1,y2,ys}:
A(x) ={(x1,0.4), (z2,1), (23,0.8)}

Rozszerzeniem cylindrycznym zbioru A jest relacja R:

che(A)‘yl Y2 Y3

1 04 04 04
T2 1 1 1
T3 0.8 08 038

Definicja 4.17 Ziozeniem relacji R © S, oznaczanym R o S, nazywamy relacje T okreslong

przez

T(x,z)=RoS = \/ (x,y) NS (y,2)], (zlozenie typu mazx-min)

lub
T(z,z)=RoS= \/ [R(z,y)-S(y,2)], (zlozenie typu maz-iloczyn)
y

Przyktad 16. Rozwazmy relacje rozmyte R i S:

y1 109 0 03
¥ 102 1 08
ys | 08 0 0.7
ya| 04 02 0.3
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Zlozenie relacji R i S typu max-min:
RoS z1 Z9 z3
1 04 02 0.3
T2 0.3 0.5 0.5
T3 0.8 0.2 0.7

Zlozenie relacji R i S typu max-iloczyn:
RoS | = 29 23
x1 0.4 02 0.3
) 0.27 0.5 04
xs3 0.8 0.08 0.7

Szczegblnym przypadkiem zlozenia relacji jest zlozenie zbioru rozmytego A (x) i relacji

R. Wéweczas zlozenie A o R daje w wyniku zbiér rozmyty B (y):

B(y)=AocR=\/[A(z) AR (z,y)]

lub
B(y)=AocR=\/[A(2) R(z,y)]

Méwimy wéwcezas o wnioskowaniu zbioru B na podstawie zbioru A poprzez relacje R.

Przyklad 17. Rozwazmy zbior rozmyty A(z) = {0.4,0.2} i relacje rozmyta R:

Dla ztaczenia maz-min:

mw:AoR:méaﬂo{igg}:mAOQ

Dla zlaczenia maz-iloczyn:

M@onRz@AQ%o{iEZ}:mAQ%}

Operacje wnioskowania zbioru mozna zapisa¢ w postaci rownowaznej:

B(y)=AoR= pg{oj [ce(A) N R)
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5 Logika rozmyta

Zawarto tutaj podstawowe definicje i wzory dotyczace logiki rozmytej.

5.1 Negacja

Definicja 5.1 Negacjg, oznaczang n(a) lub a, nazywamy funkcje n : [0,1] — [0,1], ktdra
jest zgodna mna brzegach z klasyczng negacjg binarng, monotonicznie malejgca i zachowuje

inwolucje:

2. jezelia < b, ton(a) >n(b),
3. n(n(a)=a.
Przyktadem negacji jest funkcja
n(a) = (1-a”)»

gdzie p > 0. Dla p = 1 otrzymujemy najczesciej stosowana negacje n (a) = 1 — a.

5.2 T-normy i s-normy

Definicja 5.2 T-normgq (normg trdjkatng), oznaczang a 7b, nazywamy funkcje 1 : [0,1] X
[0,1] — [0,1], ktora jest zgodna na brzegach z klasyczng koniunkcjg binarng, monotoniczna,

przemienna i tgczna:
1.01a=0,1Ta=a,
2. jezelia<bic<d, toaTc<bTd,
3. atb=bTa,
4.atdre)=(atb) TC!

Definicja 5.3 S-norma (konormg tréjkatng), oznaczang a L b, nazywamy funkcje L: [0, 1] x
[0,1] — [0,1], ktora jest zgodna na brzegach z klasyczng alternatywq binarng, monotoniczna,

przemienna i tgczna:
1.0La=a,1La=1,
2. jezelia<bic<d,toalc<bld,
3. alb=bla,
4.al(ble)=(alb)Lec.

Najczesciej stosowane t-normy i s-normy zestawiono w tabeli [I]
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Tablica 1: Najczesciej stosowane t-normy i s-normy

T-norma S-norma

anb dla avb=1 aVvVb dla aANb=0
aTob: aJ_()b:

0 dla aVvb#1 1 dla aAb#0
aTib=0V(a+b-1) alib=1A(a+b)
aTeob=a-b alob=a+b—a-b
aTmb=aAbd aly,b=aVb

5.3 Prawa de Morgana

T-norma i s-norma sg zwiazane ze sobg poprzez prawa de Morgana:

atb=n[n(a) L n(b)
alb=n[n(a)Tn(b)]

T-normy i s-normy spelniajace powyzsze prawa tworza pare dualna. Dla negacji n (a) = 1—a,
dualne sa: (7o, Lo), (T1,L1), (T2, L2) i (Tm) L)
5.4 Implikacja rozmyta

Definicja 5.4 Implikacjg rozmytq, oznaczang a — b, nazywamy funkcje zgodng na brzegach
z implikacjq binarng i zachowujgcq ekstensjonalno$é (stopien prawdy implikacji zalezy tylko

od stopni prawdy poprzednika i nastepnika):
1.0-0=0—-1=1—-1=1, 1—-0=0,
2. a—b= f(a,b).

Ponizej przedstawiono wybrane implikacje rozmyte otrzymane na podstawie definicji im-

plikacji binarnej (metoda A)

a—b=1AN(1—-a+b) (Lukasiewicz)
a—b=1—a+ab (Reichenbach)
a—b=(1—-a)Vbd (Dienes)
a—b=(1—-a)V(aNb) (Zadeh)

i rozszerzonego modus ponens (metoda B)
a—b=1AN(1—-a+b) (Lukasiewicz)
a—b=1—a+ab (Goguen)

bdlaa>b
a—b= aa (Godel)
ldlaa<b
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W literaturze przyjmuje si¢ za implikacje takze funkcje, ktére nie sa zgodne na brzegach

z implikacja binarna. Najczesciej stosuje sig¢ t-normy T, i To:

a—b=aAb

a—b=a-b

5.5 Wnioskowanie rozmyte

Podstawowym schematem wnioskowania rozmytego jest tzw. zlozZeniowa regula wniosko-

wania. Dla systemu z jednym wejéciem i jednym wyjéciem mamy:
B'=A0o(A— B)
lub bardziej szczegbdtowo:

B'(y) = sup {A@)7[A@) =B}, WyeY

Przyklad 1. Rozwazmy zbiory rozmyte:
A(Qj‘) = {(xlv 04)7 (5627 03)7 (1’3, 01)}

B(z) = {(y1,0.3), (y2,0.1)}
Al(x) = {(21,0.8), (z2,0.5), (x3,0.4)}

Przyjmujemy implikacje fukasiewicza oraz t-norme minimum.

09 0.7
A— B= 1 0.8
1 1
0.9 0.7

B'=Ao(A— B)={08,0504}1{ 1 08 p=1{080.7}
11
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