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Podstawy logiki rozmytej

W rozdziale tym opisano co to właściwie jest logika rozmyta i skąd się wywodzi oraz

stworzono przegląd najciekawszych stron internetowych poświęconych temu zagadnieniu. Za-

warto tutaj także kurs podstaw logiki rozmytej: definicje, wzory oraz przykłady ilustrujące

omawiane zagadnienia.

1 Co to jest logika rozmyta

W rozdziale tym przedstawiono podstawy teorii zbiorów rozmytych [?] oraz historię po-

wstania logiki rozmytej [?].

1.1 Podstawy teorii zbiorów rozmytych.

Teoria zbiorów rozmytych została sformułowana przez prof. Lotfi Zadeha w połowie lat

sześćdziesiątych jako alternatywa dla klasycznych pojęć dotyczących teorii zbiorów i logiki

pochodzących jeszcze z czasów starożytnej filozofii greckiej. Przesłanki do jej powstania i roz-

woju wynikły z potrzeby opisania złożonych zjawisk lub słabo zdefiniowanych pojęć, trudnych

do opisania przy pomocy klasycznego aparatu matematycznego.

Naturalny język operuje pojęciami niedokładnymi i jakościowymi, na przykład ”Jaś jest

wysoki” lub ”Dzisiaj jest bardzo zimno”. Takie pojęcia jest bardzo trudno przetłumaczyć na

język zrozumiały dla maszyn, nic nie tracąc z samego ich charakteru. Dla człowieka bardziej

naturalny jest opis otaczającego świata za pomocą słów, czyli wielkości jakościowych. Na

przykład określanie wzrostu za pomocą słów: mały, średni, wysoki jest bardziej naturalne

i prostsze niż oszacowanie go w centymetrach lub calach.

Opis jakościowy jest mniej precyzyjny i zależny od osoby opisującej. Nieprecyzyjność ta

nie wynika z braku wiedzy o wartości pewnej wielkości, ale właśnie z subiektywnej oceny

osoby lub grupy osób. Wzrost równy 165 cm traktowany jest jako niski przez współczesnego

Polaka, natomiast przez Pigmeja jako bardzo wysoki. Subiektywne określanie pewnych wła-

sności prowadzi do rozmycia granic zbioru obiektów, do których ta własność się odnosi. Czło-

wiek o wzroście 170 cm przez jedną grupę zostanie zaliczony do zbioru osób niskich, a przez

inną do zbioru osób o średnim wzroście. Zgodnie z klasyczną teorią zbiorów osoba o takim

wzroście nie mogłaby jednocześnie należeć do zbiorów: osób średnich i niskich. Oczywiście

każdy indywidualnie może ustalić ostre granice między określeniami mały, średni i wysoki,

ale granice te będą inne dla różnych osób-ekspertów. W jednej sytuacji wzrost 170 cm może

być uznany jako średni, a w innej jako niski przez tego samego człowieka.

Jest to teoria w szczególny sposób przydatna w przypadku systemów, w których czynnik

ludzki odgrywa zasadniczą rolę, takich jak medycyna, ekonomia, socjologia, teoria podejmo-

wania decyzji, ale także w wielu dziedzinach techniki. Podstawą wielu z nich są koncepcje
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nieokreślone precyzyjnie, a sposób rozumowania i interpretowania pewnych wielkości jest

często raczej przybliżony, aniżeli ścisły.

Ponadto, zastosowanie ilościowych technik objawia swe słabości przy opisie złożonych

systemów - wielowymiarowych, hierarchicznych, z wewnętrznymi sprzężeniami zwrotnymi.

Można by pomyśleć, że metody teorii zbiorów rozmytych nie powinny znajdować zasto-

sowania w dyscyplinach naukowych związanych z techniką. W rzeczywistości jednak bardzo

często mamy do czynienia z zagadnieniami określonymi nie do końca bądź nieprecyzyjnie.

Przykładem może być proces projektowania jakiegoś układu regulacji. W procesie takim

projektant stara się sprostać wielu ograniczeniom o charakterze nieostrym, takim jak np.

czas trwania odpowiedzi układu, bądź wielkość przeregulowania sygnału wyjściowego. Wiele

z nich wynika bezpośrednio ze specyfiki procesu, jednak wciąż pozostaje pewna dowolność

interpretacji tych ograniczeń, tym bardziej w przypadku słabej znajomości systemu. Wielkość

przeregulowania rzędu 10% dla jednego projektanta może być niedopuszczalna, jednak inny

uzna tę wielkość za wystarczającą. Innymi słowy jeden uzna ją za ”dużą”, a inny za ”małą”.

Sformułowania tego typu są nieprecyzyjne, jednak wcale nie pozbawione sensu. Metody

teorii zbiorów rozmytych próbują nadawać formalny sens semantyce tego rodzaju sformuło-

wań.

1.2 Historia

Matematyka zawdzięcza swój sukces w głównej mierze wysiłkom Arystotelesa oraz jego

poprzedników. Starali się oni zbudować zwartą i precyzyjną teorię logiki, a później matema-

tyki. Głosili, że każde stwierdzenie może być jedynie prawdziwe lub fałszywe. Jednakże nawet

wtedy były duże obiekcje otoczenia i na przykład Heraklit proponował, że rzeczy mogą być

jednocześnie prawdą i nieprawdą.

Jako osobę, która położyła podwaliny pod to, co obecnie rozumiemy jako logikę roz-

mytą, powinniśmy uważać Platona, który wskazywał na trzeci obszar (coś pomiędzy prawdą

a fałszem). Nowożytni filozofowie również próbowali uwzględniać szarą strefę pomiędzy bia-

łym (prawda) i czarnym (fałsz). W głównej mierze byli to Hegel ale też Marks i Engels.

Ale dopiero Łukasiewicz jako pierwszy zaproponował jakąś systematyczną alternatywę dla

dwuwartościowej logiki Arystotelesa.

W początku dwudziestego wieku Łukasiewicz przedstawił logikę trójwartościową wraz

z wynikającą z niej matematyką. Trzecia wartość jest rozumiana jako możliwy i ma przy-

pisaną wartość numeryczną pomiędzy prawdą i fałszem. Równocześnie zaproponował cało-

ściową notację oraz system aksjomatów, który mógł pozwolić na wyprowadzenie nowocze-

snej matematyki. Później zajmował się logikami wielowartościowymi i nie widział przeszkód

w zbudowaniu zasad logiki o nieskończonej liczbie wartości.

W odmiennym kierunku zmierzały prace innego polskiego matematyka, Leśniewskiego.
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U podstaw stworzonej przez niego teorii, znanej pod nazwą mereologii, leży zmiana aksjo-

matu przynależności elementu do zbioru. Zakłada on, że dany element nie jest elementem,

ale częścią zbioru. Na tej podstawie stworzył on podstawy do budowy odpowiednich zasad

logiki i operacji na tych zbiorach. Okazało się, że proponowane przez niego aksjomaty można

próbować rozszerzać, aż do momentu uwzględnienia zbiorów rozmytych oraz teorii zbiorów

przybliżonych (ang. rough sets) autorstwa prof. Zdzisława Pawlaka. Rozszerzenie to można

znaleźć pod nazwą mereologii przybliżonej.

2 Przegląd stron internetowych

Zebrano tutaj najciekawsze strony poświęcone tematyce logiki rozmytej. Znajdują się

tutaj także strony zawierające aplety Javy przedstawiające wykorzystanie logiki rozmytej

w różnych dziedzinach.

1. http://www.cs.dartmouth.edu/~spl/publications/fuzzytalk/FuzzyPendulum.

html

Strona zawiera aplet pokazujący działanie wahadła matematycznego. Nie zawiera jed-

nak podstaw logiki rozmytej, a jednie zaawansowane jej wykorzystanie.

2. http://turing.gsi.dit.upm.es/~lssii/pfuzzy/truck/fztruck.html

Parkowanie samochodu przy użyciu reguł rozmytych. Również ta strona przestawia

jedynie zaawansowane wykorzystanie logiki rozmytej.

3. http://people.clarkson.edu/~esazonov/neural_fuzzy/loadsway/LoadSway.htm

Pokazuje jak dźwig portowy może byś sterowany przy wykorzystaniu logiki rozmytej.

4. http://www.seattlerobotics.org/encoder/mar98/fuz/fl_part4.html

Zawiera podstawy logiki rozmytej. Znajdziemy tutaj sporo rysunków obrazujących

przedstawiane zagadnienie, jednak nie możemy zobaczyć jak wykresy zmieniały by się

gdybyśmy mieli inne dane wejściowe.

5. http://en.wikipedia.org/wiki/Fuzzy_logic

Zawiera jedynie ogólny opis logiki rozmytej. Jednak znajdziemy tutaj bogatą biblio-

grafię oraz bogaty zbiór odnośników do innych stron poświeconych tematyce logiki

rozmytej.

6. http://blog.peltarion.com/2006/10/25/fuzzy-math-part-1-the-theory/

Artykuł poruszający zagadnienia z dziedziny logiki rozmytej. Opisuje co to jest logika

rozmyta, dlaczego jest potrzebna oraz jej podstawy.

http://www.cs.dartmouth.edu/~spl/publications/fuzzy talk/FuzzyPendulum.html
http://www.cs.dartmouth.edu/~spl/publications/fuzzy talk/FuzzyPendulum.html
http://turing.gsi.dit.upm.es/~lssii/pfuzzy/truck/fztruck.html
http://people.clarkson.edu/~esazonov/neural_fuzzy/loadsway/LoadSway.htm
http://www.seattlerobotics.org/encoder/mar98/fuz/fl_part4.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Fuzzy_logic
http://blog.peltarion.com/2006/10/25/fuzzy-math-part-1-the-theory/
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7. http://www.calvin.edu/~pribeiro/othrlnks/Fuzzy/home.htm

Bardzo pobieżne wprowadzenie do tematyki logiki rozmytej. Omawiane zagadnienia

prezentowane są na rysunkach i w tabelach, jednak nie jest ich tutaj zbyt wiele.

8. http://www.fizyka.umk.pl/~duch/Wyklady/AI/AI05-3.ppt

Wykłady ze sztucznej inteligencji na wydziale Fizyki i Astronomii Uniwersytetu Miko-

łaja Kopernika. Zawierają podstawowy kurs logiki rozmytej.

9. http://www.isep.pw.edu.pl/ZakladNapedu/dyplomy/fuzzy/podstawy_FL.htm

Strona zawiera podstawy logiki rozmytej. Znajdziemy tutaj definicje, wzory oraz gra-

ficzne reprezentacje omawianych zagadnień.

10. http://aragorn.pb.bialystok.pl/~radev/logic/logrozm.htm

Strona zawiera podstawy teorii zbiorów rozmytych i systemów ekspertowych.

3 Zbiory rozmyte

Zawarto tutaj podstawowe definicje i wzory dotyczące zbiorów rozmytych.

3.1 Zbiory rozmyte

Definicja 3.1 Zbiór rozmyty A w uniwersum X jest zbiorem par uporządkowanych:

A = {(x,A(x)) : x ∈ X}

gdzie A(x) oznacza stopień przynależności elementu x do zbioru A. Funkcja A(x) nazywana

jest funkcją przynależności i przyjmuje wartości z przedziału [0,1].

Przykład 1. Przykład zbioru rozmytego:

A = {(x1, 0) , (x2, 0.8) , (x3, 0.5) , (x4, 0.15) , (x5, 1)}

3.2 Rodzaje funkcji przynależności

3.2.1 Funkcja trójkątna

µ (x; a, b, c) = 0 ∨
(
x− a
b− a

∧ c− x
c− b

)
, a < b < c, x ∈ X

http://www.calvin.edu/~pribeiro/othrlnks/Fuzzy/home.htm
http://www.fizyka.umk.pl/~duch/Wyklady/AI/AI05-3.ppt
http://www.isep.pw.edu.pl/ZakladNapedu/dyplomy/fuzzy/podstawy_FL.htm
http://aragorn.pb.bialystok.pl/~radev/logic/logrozm.htm
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Rysunek 1: Trójkątna funkcja przynależności

Rysunek 2: Trapezoidalna funkcja przynależności

3.2.2 Funkcja trapezoidalna

trapez (x; a, b, c, d) = 0 ∨
(

1 ∧ x− a
b− a

∧ d− x
d− c

)
, a < b ¬ c < d, x ∈ X

3.2.3 Funkcja Gaussa

gauss (x; a, b) = exp

[
−
(
x− b
a

)2]

3.2.4 Funkcja dzwonowa

dzwon (x; a, b, c) =
1

1 +
∣∣∣∣x− ca

∣∣∣∣2b
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Rysunek 3: Gaussowska funkcja przynależności

Rysunek 4: Dzwonowa funkcja przynależności

3.2.5 Funkcja sigmoidalna

sigmoid (x; a, b) =
1

1 + exp [−a (x− b)]

Rysunek 5: Sigmoidalna funkcja przynależności
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3.3 Własności zbiorów rozmytych

Definicja 3.2 Nośnikiem zbioru rozmytego A, oznaczanym supp(A), nazywamy zbiór ostry

elementów x należących do uniwersum X, których stopień przynależności do zbioru A jest

niezerowy:

supp(A) = {x ∈ X : A (x) > 0}

Przykład 2. Rozważmy zbiór rozmyty A:

A = {(x1, 0) , (x2, 0.8) , (x3, 0.5) , (x4, 0.15) , (x5, 1)}

Nośnik zbioru A wynosi:

supp(A) = {x2, x3, x4, x5}

Definicja 3.3 Jądrem zbioru rozmytego A, oznaczanym core (A), nazywamy zbiór ostry ele-

mentów x należących do uniwersum X, których stopień przynależności do zbioru A jest równy

jedności:

core (A) = {x ∈ X : A (x) = 1}

Przykład 3. Rozważmy zbiór rozmyty A:

A = {(x1, 0.5) , (x2, 1) , (x3, 0.1) , (x4, 1) , (x5, 0.9)}

Jądro zbioru A wynosi:

core(A) = {x2, x4}

Definicja 3.4 Wysokością zbioru rozmytego A, oznaczaną hgt (A), nazywamy największy

stopień przynależności do tego zbioru:

hgt (A) =
∨
x∈X

A (x)

gdzie
∨
x∈X oznacza operację ”maksimum”

Przykład 4. Rozważmy zbiór rozmyty A:

A = {(x1, 0.5) , (x2, 0.9) , (x3, 0.1) , (x4, 0.23) , (x5, 0.8)}

Wysokość zbioru A jest równa:

hgt(A) = 0.9
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Definicja 3.5 Zbiór rozmyty nazywamy normalnym, jeżeli jego wysokość jest równa jedności.

Przykład 5. Rozważmy zbiór rozmyty A:

A = {(x1, 0.5) , (x2, 0.9) , (x3, 0.1) , (x4, 0.23) , (x5, 0.8)}

Wysokość zbioru A jest równa hgt(A) = 0.9, zatem zbiór A nie jest zbiorem normalnym.

Rozważmy natomiast zbiór rozmyty B:

A = {(x1, 0.3) , (x2, 0.1) , (x3, 1) , (x4, 0.57) , (x5, 0.89)}

Wysokość zbioru B jest równa hgt(B) = 1, zatem zbiór B jest zbiorem normalnym

Definicja 3.6 Zbiór rozmyty A nazywamy wypukłym, jeżeli dla każdych x1, x2 ∈ X i każdego

λ ∈ [0, 1] zachodzi nierówność

A [λx1 + (1− λ)x2] ­ A (x1) ∧A (x2)

3.4 Działania na zbiorach rozmytych

Definicja 3.7 Mówimy, że zbiór rozmyty A zawiera się w zbiorze rozmytym B, co oznaczamy

A ⊂ B, jeżeli dla każdego x należącego do uniwersum X zachodzi

A (x) ¬ B (x)

Przykład 6. Rozważmy zbiory rozmyte A i B:

A = {(x1, 0.5) , (x2, 0.9) , (x3, 0.1) , (x4, 0.23) , (x5, 0.8)}
B = {(x1, 0.6) , (x2, 0.9) , (x3, 1) , (x4, 0.5) , (x5, 0.81)}

Widać, że A ⊂ B ponieważ:

0.5 < 0.6, 0.9 = 0.9, 0.1 < 1, 0.23 < 0.5, 0.8 < 0.81

Definicja 3.8 Mówimy, że zbiory rozmyte A i B są równe, co oznaczamy A = B, jeżeli dla

każdego x należącego do uniwersum X zachodzi

A (x) = B (x)

Definicja 3.9 Sumą zbiorów rozmytych A i B, oznaczaną A ∪ B, nazywamy zbiór rozmyty

C taki, że dla każdego x należącego do uniwersum X zachodzi

C (x) = A ∪B = A (x) ∨B (x)
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Przykład 7. Rozważmy zbiory rozmyte A i B:

A = {(x1, 0.8) , (x2, 0.9) , (x3, 0.1) , (x4, 0.23) , (x5, 1)}
B = {(x1, 0.6) , (x2, 0.9) , (x3, 0) , (x4, 0.5) , (x5, 0.81)}

Suma zbiorów A i B wynosi:

A ∪B = {(x1, 0.8) , (x2, 0.9) , (x3, 0.1) , (x4, 0.5) , (x5, 1)}

Definicja 3.10 Iloczynem zbiorów rozmytych A i B, oznaczanym A ∩ B, nazywamy zbiór

rozmyty C taki, że dla każdego x należącego do uniwersum X zachodzi

C (x) = A ∩B = A (x) ∧B (x)

Przykład 8. Rozważmy zbiory rozmyte A i B:

A = {(x1, 0.8) , (x2, 0.9) , (x3, 0.1) , (x4, 0.23) , (x5, 1)}
B = {(x1, 0.6) , (x2, 0.9) , (x3, 0) , (x4, 0.5) , (x5, 0.81)}

Iloczyn zbiorów A i B wynosi:

A ∩B = {(x1, 0.6) , (x2, 0.9) , (x3, 0) , (x4, 0.23) , (x5, 0.81)}

Definicja 3.11 Dopełnieniem zbioru rozmytego A, oznaczanym A, nazywamy zbiór rozmyty

B taki, że dla każdego x należącego do uniwersum X zachodzi

B (x) = A = 1−A (x)

Przykład 9. Rozważmy zbiór rozmyty A:

A = {(x1, 0.8) , (x2, 0.9) , (x3, 0.1) , (x4, 0.23) , (x5, 1)}

Dopełnienie zbioru A wynosi:

A = {(x1, 0.2) , (x2, 0.1) , (x3, 0.9) , (x4, 0.77) , (x5, 0)}

Powyższe operatory dla sumy, iloczynu i dopełnienia zostały zaproponowane przez Za-

deha. W kolejnych podrozdziałach będą rozważane ich uogólnienia.

Definicja 3.12 Różnicą zbiorów rozmytych A i B, oznaczaną A\B, nazywamy zbiór rozmyty

C taki, że dla każdego x należącego do uniwersum X zachodzi

C (x) = A\B = A (x) ∩B (x)
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Przykład 10. Rozważmy zbiory rozmyte A i B i przykład obliczania ich różnicy:

A = {(x1, 0.8) , (x2, 0.9) , (x3, 0.1) , (x4, 0.23) , (x5, 1)}
B = {(x1, 0.6) , (x2, 0.9) , (x3, 0) , (x4, 0.5) , (x5, 0.81)}
B = {(x1, 0.4) , (x2, 0.1) , (x3, 1) , (x4, 0.5) , (x5, 0.19)}

Zatem:

A\B = A ∩B = {(x1, 0.4) , (x2, 0.1) , (x3, 0.1) , (x4, 0.23) , (x5, 0.19)}

Definicja 3.13 Sumą wyłączającą zbiorów rozmytych A i B, oznaczaną A ⊕ B, nazywamy

zbiór rozmyty C taki, że dla każdego x należącego do uniwersum X zachodzi

C (x) = A⊕B =
[
A (x) ∩B (x)

]
∪
[
A (x) ∩B (x)

]
Przykład 11. Rozważmy zbiory rozmyte A i B i przykład obliczania ich sumy wyłączającej:

A = {(x1, 0.8) , (x2, 0.9) , (x3, 0.1) , (x4, 0.23) , (x5, 1)}
B = {(x1, 0.6) , (x2, 0.9) , (x3, 0) , (x4, 0.5) , (x5, 0.81)}
A = {(x1, 0.2) , (x2, 0.1) , (x3, 0.9) , (x4, 0.77) , (x5, 0)}
B = {(x1, 0.4) , (x2, 0.1) , (x3, 1) , (x4, 0.5) , (x5, 0.19)}

A ∩B = {(x1, 0.4) , (x2, 0.1) , (x3, 0.1) , (x4, 0.23) , (x5, 0.19)}
A ∩B = {(x1, 0.2) , (x2, 0.1) , (x3, 0) , (x4, 0.5) , (x5, 0)}

Zatem:

A⊕B = {(x1, 0.4) , (x2, 0.1) , (x3, 0.1) , (x4, 0.5) , (x5, 0.19)}

Definicja 3.14 Uogólniona odległość Hamminga. Rozważmy dwa zbiory rozmyte A ⊂ X,

B ⊂ X. Odległość Hamminga pomiędzy zbiorami A i B jest to liczba dana zależnością:

d(A,B) =
n∑
i=1

|A(xi)−B(xi)|

Przykład 12. Rozważmy dwa zbiory rozmyte A i B:

A = {(x1, 0.7), (x2, 0.2), (x3, 0), (x4, 0.6), (x5, 0.5), (x6, 1), (x7, 0)}
B = {(x1, 0.2), (x2, 0), (x3, 0), (x4, 0.6), (x5, 0.8), (x6, 0.4), (x7, 1)}

Widać, że:

d(A,B) = |0.7− 0.2|+ |0.2− 0|+ |0− 0|+ |0.6− 0.6|+ |0.5− 0.8|+ |1− 0.4|+ |0− 1| =
0.5 + 0.2 + 0 + 0 + 0.3 + 0.6 + 1 = 2, 6
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Definicja 3.15 Odległość Hamminga względna. Dla skończonego zbioru X definiuje się od-

ległość względną:

δ(A,B) =
1
n
d(A,B)

Przykład 13. Rozważmy zbiory rozmyte A i B z przykładu .3.4 oraz odległość Hamminga

pomiędzy tymi zbiorami

Widać, że:

δ(A,B) =
1
7
d(A,B) =

2.6
7

= 0.37

Definicja 3.16 Odległość Euklidesowa pomiędzy zbiorami A i B jest to liczba dana zależno-

ścią:

e(A,B) =

√√√√ n∑
i=1

(A(xi)−B(xi))
2

Przykład 14. Rozważmy zbiory rozmyte A i B z przykładu .3.4

Widać, że:

e(A,B) =
√

1.74 = 1.32

Definicja 3.17 Odległość Euklidesowa względna. Dla skończonego zbioru X definiuje się od-

ległość względną:

ε(A,B) =
1√
n
e(A,B)

Przykład 15. Rozważmy zbiory rozmyte A i B z przykładu .3.4 oraz odległość euklidesową

pomiędzy tymi zbiorami z przykładu .3.4

Widać, że:

ε(A,B) =
1√
7
e(A,B) =

1.32√
7

= 0.49

4 Relacje rozmyte

Zawarto tutaj podstawowe definicje i wzory dotyczące relacji rozmytych.
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4.1 Relacje rozmyte

Definicja 4.1 Relacją rozmytą R nazywamy zbiór rozmyty w uniwersum X× Y:

R (x, y) = {((x, y) , A (x, y)) : (x, y) ∈ X× Y}

Przykład 1. Przykład relacji rozmytej:

R = {((x1, y1) , 1) , ((x1, y2) , 0) , ((x1, y3) , 0.25) , ((x2, y1) , 0.3) , ((x2, y2) , 0.5) , ((x2, y3) , 0.8)}

Taki zapis jest jednak uciążliwy dlatego zazwyczaj stosuje się zapis tabelaryczny:

R y1 y2 y3

x1 1 0 0.25

x2 0.3 0.5 0.8

lub

R =

 1 0 0.25

0.3 0.5 0.8



Definicja 4.2 Iloczynem kartezjańskim zbiorów rozmytych A i B, oznaczanym A × B, na-

zywamy relację rozmytą R w uniwersum X× Y określoną przez

R (x, y) = A (x) ∧B (y)

lub

R (x, y) = A (x) ·B (y)

Przykład 2. Rozważmy zbiory rozmyte A i B:

A = {(x1, 0.6) , (x2, 0.2)}
B = {(y1, 0.5) , (y2, 0.9) , (y3, 0.1)}

Iloczyn kartezjański zbiorów A i B wynosi

A (x) ∧B (y) y1 y2 y3

x1 0.5 0.6 0.1

x2 0.2 0.2 0.1

lub z zastosowaniem funkcji iloczynu:

A (x) ·B (y) y1 y2 y3

x1 0.3 0.54 0.06

x2 0.1 0.18 0.02
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4.2 Działania na relacjach rozmytych

Definicja 4.3 Mówimy, że relacja rozmyta R zawiera się w relacji rozmytej S, co oznaczamy

R ⊂ S, jeżeli dla każdej pary (x, y) należącej do uniwersum X× Y zachodzi

R (x, y) ¬ S (x, y)

Przykład 3. Rozważmy relacje rozmyte R i S:

R y1 y2 y3

x1 0.5 0.6 0.1

x2 0.2 0.2 1

S y1 y2 y3

x1 0.5 1 0.9

x2 0.6 0.3 1

Łatwo zauważyć, że R ⊂ S.

Definicja 4.4 Mówimy, że relacje rozmyte R i S są równe, co oznaczamy R = S, jeżeli dla

każdej pary (x, y) należącej do uniwersum X× Y zachodzi

R (x, y) = S (x, y)

Definicja 4.5 Sumą relacji rozmytych R i S, oznaczaną R ∪ S, nazywamy relację rozmytą

T taką, że dla każdej pary (x, y) należącej do uniwersum X× Y zachodzi

T (x, y) = R ∪ S = R (x, y) ∨ S (x, y)

Przykład 4. Rozważmy relacje rozmyte R i S:

R y1 y2 y3

x1 0.5 0.6 0.7

x2 0.3 0.2 1

S y1 y2 y3

x1 0.5 1 0.2

x2 0.1 0.3 0

Suma relacji rozmytych R i S jest równa:

R ∪ S y1 y2 y3

x1 0.5 1 0.7

x2 0.3 0.3 1

Definicja 4.6 Iloczynem relacji rozmytych R i S, oznaczanym R ∩ S, nazywamy relację

rozmytą T taką, że dla każdej pary (x, y) należącej do uniwersum X× Y zachodzi

T (x, y) = R ∩ S = R (x, y) ∧ S (x, y)

Przykład 5. Rozważmy relacje rozmyte R i S:
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R y1 y2 y3

x1 0.5 0.6 0.7

x2 0.3 0.2 1

S y1 y2 y3

x1 0.5 1 0.2

x2 0.1 0.3 0

Iloczyn relacji rozmytych R i S jest równy:

R ∪ S y1 y2 y3

x1 0.5 0.6 0.2

x2 0.1 0.2 0

Definicja 4.7 Dopełnieniem relacji rozmytej R, oznaczanym R, nazywamy relację rozmytą

S taką, że dla każdej pary (x, y) należącej do uniwersum X× Y zachodzi

S (x, y) = R = 1−R (x, y)

Przykład 6. Rozważmy relację rozmytą R:

R y1 y2 y3

x1 0.5 0.6 0.7

x2 0.3 0.2 1

Dopełnienie relacji R jest równe:

R y1 y2 y3

x1 0.5 0.4 0.3

x2 0.7 0.8 0

Podobnie jak dla zbiorów rozmytych operatory sumy, iloczynu i dopełnienia można uogól-

nić.

Definicja 4.8 Iloczynem algebraicznym relacji rozmytych R i S, oznaczanym R·S, nazywamy

relację rozmytą T taką, że dla każdej pary (x, y) należącej do uniwersum X× Y zachodzi

T (x, y) = R · S = R(x, y) · S(x, y)

Przykład 7. Rozważmy relacje rozmyte R i S:

R y1 y2 y3

x1 0.5 0.6 0.7

x2 0.3 0.2 1

S y1 y2 y3

x1 0.5 1 0.2

x2 0.1 0.3 0

Iloczyn algebraiczny relacji rozmytych R i S jest równy:
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R · S y1 y2 y3

x1 0.25 0.6 0.14

x2 0.03 0.06 0

Definicja 4.9 Sumą algebraiczną relacji rozmytych R i S, oznaczaną R + S, nazywamy

relację rozmytą T taką, że dla każdej pary (x, y) należącej do uniwersum X× Y zachodzi

T (x, y) = R+ S = R(x, y) + S(x, y)−R(x, y) · S(x, y)

Przykład 8. Rozważmy relacje rozmyte R i S:

R y1 y2 y3

x1 0.5 0.6 0.7

x2 0.3 0.2 1

S y1 y2 y3

x1 0.5 1 0.2

x2 0.1 0.3 0

Suma algebraiczna relacji rozmytych R i S jest równa:

R+ S y1 y2 y3

x1 0.75 1 0.76

x2 0.37 0.44 1

Definicja 4.10 Relacją zwykłą najbliższą relacji rozmytej R, oznaczaną R, nazywamy relację

rozmytą taką, że dla każdej pary (x, y) należącej do uniwersum X× Y zachodzi

R(x, y) =


0 dla R(x, y) < 0.5,

1 dla R(x, y) > 0.5,

0 lub 1 dla R(x, y) = 0.5

Przykład 9. Rozważmy relację rozmytą R. Relacją zwykłą najbliższą relacji R jest R

R y1 y2 y3 y4

x1 0.7 0.3 0.2 1

x2 0.5 0.4 0 0.6

x3 0.6 1 0.8 0

R y1 y2 y3 y4

x1 1 0 0 1

x2 0 0 0 1

x3 1 1 1 0

Definicja 4.11 Różnicą relacji rozmytych R i S, oznaczaną R\S, nazywamy relację rozmytą

T taką, że dla każdej pary (x, y) należącej do uniwersum X× Y zachodzi

T (x, y) = R\S = R (x, y) ∩ S (x, y)

Przykład 10. Rozważmy relacje rozmyte R i S:

R y1 y2 y3

x1 0.5 0.6 0.7

x2 0.3 0.2 1

S y1 y2 y3

x1 0.5 1 0.2

x2 0.1 0.3 0
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Obliczamy pomocniczo S:

S y1 y2 y3

x1 0.5 0 0.8

x2 0.9 0.7 1

Różnica relacji rozmytych R i S jest równa:

R ∪ S y1 y2 y3

x1 0.5 0 0.7

x2 0.3 0.2 1

Definicja 4.12 Sumą wyłączającą relacji rozmytych R i S, oznaczaną R ⊕ S, nazywamy

relację rozmytą T taką, że dla każdej pary (x, y) należącej do uniwersum X× Y zachodzi

T (x, y) = R⊕ S =
[
R (x, y) ∩ S (x, y)

]
∪
[
R (x, y) ∩ S (x, y)

]
Przykład 11. Rozważmy relacje rozmyte R i S:

R y1 y2 y3

x1 0.5 0.6 0.7

x2 0.3 0.2 1

S y1 y2 y3

x1 0.5 1 0.2

x2 0.1 0.3 0

Obliczamy pomocniczo R oraz S:

R y1 y2 y3

x1 0.5 0.4 0.3

x2 0.7 0.8 0

S y1 y2 y3

x1 0.5 0 0.8

x2 0.9 0.7 1

Obliczamy pomocniczo składniki R ∩ S oraz R ∩ S:

R ∩ S y1 y2 y3

x1 0.5 0 0.7

x2 0.3 0.2 1

R ∩ S y1 y2 y3

x1 0.5 0.4 0.2

x2 0.1 0.3 0

Suma wyłączająca relacji rozmytych R i S jest równa:

R⊕ S y1 y2 y3

x1 0.5 0.4 0.7

x2 0.3 0.3 1
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Definicja 4.13 Rzutowaniem relacji rozmytej R na X, oznaczanym proj
X

(R), nazywamy

zbiór rozmyty A określony następująco:

A (x) = proj
X

(R) =
∨
y

R (x, y)

Przykład 12. Rozważmy relację rozmytą R:

R y1 y2 y3 y4

x1 0.1 0 0.2 0.4

x2 0.5 0.9 1 0

x3 0.3 0.4 0.8 0.5

Rzutowanie relacji rozmytej R na X jest równe:

A (x) = proj
X

(R) = {(x1, 0.4) , (x2, 1) , (x3, 0.8)}

Definicja 4.14 Rzutowaniem relacji rozmytej R na Y, oznaczanym proj
Y

(R), nazywamy

zbiór rozmyty B określony następująco:

B (y) = proj
Y

(R) =
∨
x

R (x, y)

Przykład 13. Rozważmy relację rozmytą R:

R y1 y2 y3 y4

x1 0.1 0 0.2 0.4

x2 0.5 0.9 1 0

x3 0.3 0.4 0.8 0.5

Rzutowanie relacji rozmytej R na Y jest równe:

B (y) = proj
Y

(R) = {(y1, 0.5) , (y2, 0.9) , (y3, 1) , (y4, 0.5)}

Definicja 4.15 Rzutowaniem globalnym relacji rozmytej R, oznaczanym h (R), nazywamy

największy stopień przynależności w tej relacji:

h (R) =
∨
x

∨
y

R (x, y) =
∨
y

∨
x

R (x, y)

Przykład 14. Rozważmy relację rozmytą R:
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R y1 y2 y3 y4

x1 0.1 0 0.2 0.4

x2 0.5 0.9 1 0

x3 0.3 0.4 0.8 0.5

Jak łatwo zauważyć rzutowanie globalne relacji rozmytej R jest równe:

h (R) = 1

Definicja 4.16 Rozszerzeniem cylindrycznym zbioru rozmytego A na uniwersum X × Y,

oznaczanym ce(A), nazywamy relację rozmytą R taką, że dla każdej pary (x, y) należącej

do uniwersum X× Y zachodzi

R (x, y) = ce(A) = {((x, y) , A (x))}

Przykład 15. Rozważmy zbiór rozmyty A i uniwersum {x1, x2, x3} × {y1, y2, y3}:

A (x) = {(x1, 0.4) , (x2, 1) , (x3, 0.8)}

Rozszerzeniem cylindrycznym zbioru A jest relacja R:

R = ce (A) y1 y2 y3

x1 0.4 0.4 0.4

x2 1 1 1

x3 0.8 0.8 0.8

Definicja 4.17 Złożeniem relacji R i S, oznaczanym R ◦ S, nazywamy relację T określoną

przez

T (x, z) = R ◦ S =
∨
y

[R (x, y) ∧ S (y, z)] , (złożenie typu max-min)

lub

T (x, z) = R ◦ S =
∨
y

[R (x, y) · S (y, z)] , (złożenie typu max-iloczyn)

Przykład 16. Rozważmy relacje rozmyte R i S:

R y1 y2 y3 y4

x1 0.1 0.2 0 1

x2 0.3 0.5 0 0.2

x3 0.8 0 1 0.4

S z1 z2 z3

y1 0.9 0 0.3

y2 0.2 1 0.8

y3 0.8 0 0.7

y4 0.4 0.2 0.3
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Złożenie relacji R i S typu max-min:

R ◦ S z1 z2 z3

x1 0.4 0.2 0.3

x2 0.3 0.5 0.5

x3 0.8 0.2 0.7

Złożenie relacji R i S typu max-iloczyn:

R ◦ S z1 z2 z3

x1 0.4 0.2 0.3

x2 0.27 0.5 0.4

x3 0.8 0.08 0.7

Szczególnym przypadkiem złożenia relacji jest złożenie zbioru rozmytego A (x) i relacji

R. Wówczas złożenie A ◦R daje w wyniku zbiór rozmyty B (y):

B (y) = A ◦R =
∨
x

[A (x) ∧R (x, y)]

lub

B (y) = A ◦R =
∨
x

[A (x) ·R (x, y)]

Mówimy wówczas o wnioskowaniu zbioru B na podstawie zbioru A poprzez relację R.

Przykład 17. Rozważmy zbiór rozmyty A(x) = {0.4, 0.2} i relację rozmytą R:

R y1 y2

x1 1 0.7

x2 1 0.5

Dla złączenia max-min:

B(y) = A ◦R = {0.4, 0.2} ◦

 1 0.7

1 0.5

 = {0.4, 0.4}

Dla złączenia max-iloczyn:

B(y) = A ◦R = {0.4, 0.2} ◦

 1 0.7

1 0.5

 = {0.4, 0.28}

Operację wnioskowania zbioru można zapisać w postaci równoważnej:

B (y) = A ◦R = proj
Y

[ce(A) ∩R]
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5 Logika rozmyta

Zawarto tutaj podstawowe definicje i wzory dotyczące logiki rozmytej.

5.1 Negacja

Definicja 5.1 Negacją, oznaczaną n (a) lub a, nazywamy funkcję n : [0, 1] → [0, 1], która

jest zgodna na brzegach z klasyczną negacją binarną, monotonicznie malejąca i zachowuje

inwolucję:

1. n (0) = 1, n (1) = 0,

2. jeżeli a < b, to n (a) > n (b),

3. n (n (a)) = a.

Przykładem negacji jest funkcja

n (a) = (1− ap)
1
p

gdzie p > 0. Dla p = 1 otrzymujemy najczęściej stosowaną negację n (a) = 1− a.

5.2 T-normy i s-normy

Definicja 5.2 T-normą (normą trójkątną), oznaczaną a ᵀ b, nazywamy funkcję ᵀ : [0, 1] ×
[0, 1] → [0, 1], która jest zgodna na brzegach z klasyczną koniunkcją binarną, monotoniczna,

przemienna i łączna:

1. 0 ᵀ a = 0, 1 ᵀ a = a,

2. jeżeli a ¬ b i c ¬ d, to a ᵀ c ¬ b ᵀ d,

3. a ᵀ b = b ᵀ a,

4. a ᵀ (b ᵀ c) = (a ᵀ b) ᵀ c.

Definicja 5.3 S-normą (konormą trójkątną), oznaczaną a ⊥ b, nazywamy funkcję ⊥: [0, 1]×
[0, 1]→ [0, 1], która jest zgodna na brzegach z klasyczną alternatywą binarną, monotoniczna,

przemienna i łączna:

1. 0 ⊥ a = a, 1 ⊥ a = 1,

2. jeżeli a ¬ b i c ¬ d, to a ⊥ c ¬ b ⊥ d,

3. a ⊥ b = b ⊥ a,

4. a ⊥ (b ⊥ c) = (a ⊥ b) ⊥ c.

Najczęściej stosowane t-normy i s-normy zestawiono w tabeli 1.
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Tablica 1: Najczęściej stosowane t-normy i s-normy

T-norma S-norma

a ᵀ0 b =

 a ∧ b dla a ∨ b = 1

0 dla a ∨ b 6= 1
a ⊥0 b =

 a ∨ b dla a ∧ b = 0

1 dla a ∧ b 6= 0

a ᵀ1 b = 0 ∨ (a+ b− 1) a ⊥1 b = 1 ∧ (a+ b)

a ᵀ2 b = a · b a ⊥2 b = a+ b− a · b
a ᵀm b = a ∧ b a ⊥m b = a ∨ b

5.3 Prawa de Morgana

T-norma i s-norma są związane ze sobą poprzez prawa de Morgana:

a ᵀ b = n [n (a) ⊥ n (b)]

a ⊥ b = n [n (a) ᵀ n (b)]

T-normy i s-normy spełniające powyższe prawa tworzą parę dualną. Dla negacji n (a) = 1−a,

dualne są: (ᵀ0,⊥0), (ᵀ1,⊥1), (ᵀ2,⊥2) i (ᵀm,⊥m).

5.4 Implikacja rozmyta

Definicja 5.4 Implikacją rozmytą, oznaczaną a→ b, nazywamy funkcję zgodną na brzegach

z implikacją binarną i zachowującą ekstensjonalność (stopień prawdy implikacji zależy tylko

od stopni prawdy poprzednika i następnika):

1. 0→ 0 = 0→ 1 = 1→ 1 = 1, 1→ 0 = 0,

2. a→ b = f (a, b).

Poniżej przedstawiono wybrane implikacje rozmyte otrzymane na podstawie definicji im-

plikacji binarnej (metoda A)

a→ b = 1 ∧ (1− a+ b) (Łukasiewicz)

a→ b = 1− a+ ab (Reichenbach)

a→ b = (1− a) ∨ b (Dienes)

a→ b = (1− a) ∨ (a ∧ b) (Zadeh)

i rozszerzonego modus ponens (metoda B)

a→ b = 1 ∧ (1− a+ b) (Łukasiewicz)

a→ b = 1− a+ ab (Goguen)

a→ b =

 b dla a > b

1 dla a 6 b
(Gödel)
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W literaturze przyjmuje się za implikacje także funkcje, które nie są zgodne na brzegach

z implikacją binarną. Najczęściej stosuje się t-normy ᵀm i ᵀ2:

a→ b = a ∧ b
a→ b = a · b

5.5 Wnioskowanie rozmyte

Podstawowym schematem wnioskowania rozmytego jest tzw. złożeniowa reguła wniosko-

wania. Dla systemu z jednym wejściem i jednym wyjściem mamy:

B′ = A′ ◦ (A→ B)

lub bardziej szczegółowo:

B′ (y) = sup
x∈X

{
A′ (x) ᵀ [A (x)→ B (y)]

}
, ∀y ∈ Y

Przykład 1. Rozważmy zbiory rozmyte:

A(x) = {(x1, 0.4), (x2, 0.3), (x3, 0.1)}

B(x) = {(y1, 0.3), (y2, 0.1)}

A′(x) = {(x1, 0.8), (x2, 0.5), (x3, 0.4)}

Przyjmujemy implikację Łukasiewicza oraz t-normę minimum.

A→ B =


0.9 0.7

1 0.8

1 1



B′ = A′ ◦ (A→ B) = {0.8, 0.5, 0.4} ᵀ


0.9 0.7

1 0.8

1 1

 = {0.8, 0.7}
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